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In dieser zweiten Mitteilung setze ich meine Untersuchungen über singuläre Integrale fort, und wende 
sodann die erhaltenen Resultate auf die Theorie der orthogonalen Funktionensysteme an. Es wird zunáchst 
als Maß der Approximation des singulären Integrales: 


b 
1622 | леба 
а 
an die darzustellende Funktion / (x) das Integral über den absoluten Betrag des Fehlers: 
b 
p | FO- (f, dx 
a 


betrachtet. Unter sehr allgemeinen Bedingungen gelingt der Nachweis, daß: 


ПО 0 
n= Фо 
ist. Von diesem Satze werden Anwendungen auf einige Spezialfälle, insbesondere auf die üblichen Summa- 
tionsverfahren der Fourier'schen Reihe gemacht. 
Sodann wird die Giltigkeit des sogenannten Parseval'schen Theoremes näher untersucht, und zwar 
sogleich für beliebige orthogonale Funktionensysteme. Es handelt sich um die Gleichung: 


5 со 
[7®® а= V SS, 

va — 

v=1 
wo f.g, die »Fourier'schen Konstanten« von f(x) und g (x) in Bezug auf ein vollständiges, normiertes 
Orthogonalsystem bedeuten. Es ist bekannt, daß diese Gleichung gilt, wenn die Quadrate von f (x) und g (x) 
integrierbar sind. Ein anderer typischer Fall, indem das Integral des Produktes / (л). (x) sicher existiert, 
ist der, daß von den beiden Funktionen f (x) und g (x) die eine integrierbar, die andere geschränkt ist. Es 
gelingt eine sehr einfache, notwendige und hinreichende Bedingung anzugeben, der ein Orthogonalsystem 
genügen muß, damit auch in diesem Falle die fragliche Formel gelte. Eine ebenso einfache Bedingung ist 


Denkschriften der mathem.-naturw. Klasse, 93. Band. 38 


658 Н. Hahn, 


notwendig und hinreichend dafür, daß die Formel immer gelte, wenn von den zwei Funktionen f (2) und 
& (x) die eine integrierbar, die andere von geschränkter Variation ist. Im Falle der trigonometrischen Reihen 
ist die erste dieser Bedingungen nicht erfüllt, wohl aber die zweite. Sodann werden Summationsverfahren 
für die Reihe: 


entwickelt, die stets gegen: 
b 
b FE) dx 
a 


konvergieren, wenn von den zwei Funktionen f (x) und g (x) die eine integrierbar, die andere geschrünkt 
ist. Im Falle der trigonometrischen Reihen entspricht jedem der bekannten Summationsverfahren auch ein 
analoges Summationsverfahren für die Reihe: 


oo 


) г 
I &- 


y—1 


Wendet man auf das singuläre Integral 7, ( f, x) die Parseval'sche Formel an, so erhält man Summations- 
verfahren für die Reihenentwicklung von f nach den Funktionen eines Orthogonalsystemes. Versteht man 
unter 7, (f, 2) ein Integral, das gegen die m-te Ableitung von f (x) konvergiert (ich habe solche Integrale 
in meiner 1. Mitteilung eingehend behandelt), so erhält man Prozesse, die aus der Reihenentwicklung von 
f (X) nach den Funktionen des Orthogonalsystemes Ausdrücke herleiten, die gegen Zi) konvergieren 
überall, wo diese Ableitung existiert. Die Anwendung auf trigonometrische Reihen ergibt neben den be- 
kannten Summationsverfahren bei Benützung der wohl einfachstmóglichen Kerne eine Kette sich immer 
verschärfender Verfahren, deren zwei erste Glieder die sogenannten Riemann'schen Summationsverfahren 
sind; ferner erhält man Summationsverfahren für die durch ;rmaliges gliedweises Differenzieren der 
Fourier'schen Reihe gebildeten Reihen, die überall gegen fi”) (x) konvergieren, wo diese Ableitung existiert. 

Es hätte wohl keine Schwierigkeiten, all dies auch für kontinuierliche Orthogonalschaaren durch- 
zuführen, deren wichtigstes Beispiel die Theorie der Fourier'schen Integrale bildet. Ich habe mich auf eine 
Bemerkung aus der Theorie der Fourier schen Integrale beschränkt, die das Annalogon des Poisson'schen 
Summationsverfahrens, das ich in meiner ersten Mitteilung angegeben habe, sowie das Analogon des 
Summationsverfahrens von de la Vallée-Poussin betrifft. 


S 1. 


Unter Benützung eines Gedankens von W. H. Young! beweisen wir den Satz: 

I Sei o (Ё, z) eine im Rechtecke a zz & z b, п z x zx л mefibare Funktion der zwei Ver- 
ünderlichen zë Als Funktion von vsei sie für alle Werte È aus << a, b >, abgesehen von 
einer Nullmenge, integrierbar? іп <a’, b>, und es gebe ein M, so dass, wieder abgesehen 
von einer Nullmenge: 


bl 
(1) | e (& x)|dx = M für alle& von <a,b>. 
al 


1 Comptes rendus, Bd. 155 (1912), p. 30. 


2 Das Wort »integrierbar« wird stets im Sinne der Lebesgue’schen Integration gebraucht. 
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Ist dann f (5) eine in <a, b => integrierbare Funktion, so existiert das Integral: 
b 
E | 16,27 EECHER 
a 


für alle x von <a, b, > abgesehen von einer Nullmenge, und ist eine in <a’, b' > integrier- 
bare Funktion von x. 
Wir beweisen den Satz zunáchst unter der Annahme; 


(8) ENZ FOZ 


Bezeichnen wir mit ®, (5, x) die Funktion, die aus f ($) ($, x) entsteht, indem man alle Werte dieses 
Produktes, die > v sind, durch v ersetzt, so existiert das Doppelintegral: 


b pbl 
e EE 
a al 

und man hat bekanntlich:! 


b EI b bI 
(4) | | Фо = | | | $, @ а) dr) ds. 
a а! Ja al 7 


Wegen Voraussetzung (1) existiert nun das Integral: 


b " b nb b! 
79 e (& x) аз) =] ш f Ф, (5 x) dx) aš, 
a al WELT 


und nach einem bekannten Satze hat man daher weiter, da Ф, (5, x) mit y monoton wächst: 


b b! Y b b! 
[7e t m (ё, 2) | de = lim | | 0,6% 5 di 
a al Use e al / 


wegen (4) aber heißt das nichts anderes als: es existiert das Doppelintegral: 
b p, D é * 
© [[,7®#®®. 
а а! 


Nach dem schon vorhin benutzten Satze von Fubini existiert dann auch, abgesehen von einer Null- 
menge, das Integral: 


[76:622 


stellt eine in <a’, H > integrierbare Funktion von x dar, und es ist: 


(6) n | | TOv e ol 2. sf D "Foo G 3 db dx 


Damit ist Satz I nachgewiesen unter der Annahme (3), und es ist obendrein der Wert des Inte- 


grales 
ы 
| JE (CS EN CES 
al 
durch ein Doppelintegral ausgedrückt. 
Den allgemeinen Fall führt man auf diesen speziellen zurück, indem man setzt: 
?(5 ж) = р (6 а) — Ф. (6, а) (е, (5, л) 2 0; т. (5, а) 22 0), 


TOSA O- ©) HOSE: f G 2 0). 


1 Siehe etwa Ch. J. de la Vallée Poussin Cours d'analyse infinitésimale, II (2. éd), p. 122 (» Théoréme de M. Fubini«). 
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Unter Berufung auf (6) ergänzen wir die Aussage von Satz I durch: 


lI. Unter den Voraussetzungen von Satz I existiert das Doppelintegral (5) und der 


b! 
1 109» 
a 


Eine weitere Ergänzung von I liefert der ebenso zu beweisende Satz: 


Wert von: 


ist gleich diesem Doppelintegrale. 


I", Ersetzt man in Satz I die Voraussetzung (f) durch die Voraussetzung, es sei das Quadrat von: 


ы 
eg cen dr 
al 

integrierbar іп <a, bz, so gilt die Behauptung von Satz I für jede Funktion f, deren Quadrat in 
<a, b> integrierbar ist. — Ersetzt man in Satz I die Voraussetzung (1) durch die Voraussetzung, 
es sei Ф (5) integrierbar in <a, b>, so gilt die Behauptung von Satz I für jede in <a, bz ge- 
schränkte, meßbare Funktion f. 

Wir denken uns nun den Kern c (ё, x) noch abhängig von der natürlichen Zahl т, und setzen, 
wo dieses Integral existiert: 


b 
10,3 = | fee s ats 


dann kónnen wir folgenden Satz beweisen: 


Il. Sei «a, 17 2 ein Teilintervallvon «a, b=; und es sei c ($ um) mebbar ımReche 
ecke а 0, а л < Б. Abgesehen von einer Nullmenge sei (е x, für jedes x von 
<a,b' > nach ё integrierbar in « а, O=. Ferner genüge о (Ё л, m) folgenden Bedingungen: 

1. Es gibt ein M, so daß für alle x von <a, b —, abgesehen von einer Nullmenge, 
und für alle a: 


b 
|| |o (& e | d5 = M. 
a 


2. Es gibt ein M, so daß für alle & von <a, bz, abgesehen von einer Nullmenge, 
und für alle m: 


bl 
|, je (S as 0) dx = М 
at 


З. Abgesehen von einer Nullmenge, gelte für alle x von <a’, Ё > folgendes: für jede 
im Intervalle <a, 5> der Veránderlichen & gelegene Punktmenge MW, die im Punkte x 
die Dichte? 1 hat, sei: 


lim n Uns ce Ale emi 
3 


n = со 


1 Es kann natürlich < a', b' > auch mit < a, b > identisch sein. 
? Eine Punktmenge M hat im Punkte x die Dichte p, wenn für den Inhalt 7 (A) ihres ins Intervall < x—h, x-+ й > fallenden 
Teiles die Beziehung gilt: 


І 
im (Jun. 
а 2h N P 


О» 
Сә 
EE 
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Dann gilt für jede in <a,b> integrierbare Funktion f ($) die Beziehung: 


o im [von oio 


n= 00 


Es sei zunächst folgendes bemerkt: nach Satz 1 angewendet auf den Spezialfall f = 1, existiert 


das in Bedingung 2 auftretende Integral: 


b! 
f. ie (Scam doe 
a 


für alle ё von < a, b >, abgesehen von einer Nullmenge. Ebenso lehrt Satz I die Existenz von Z, (f, x) 
für alle x von < a', b/ >, abgesehen von einer Nullmenge. 

Aus Bedingung З folgt. daß für jede im Intervalle <a, b — der Veränderlichen 5 gelegene 
Punktmenge $3, die im Punkte x von <a’, b 2 die Dichte O hat: 


(8) lim е boo = 0 

e n= со m- 

ist. In der Tat sei W der Teil von 35, auf dem 5 (ё 3,9») 0, und Уу” der Rest von 9,. Sind dann 
SC? und AWP die Komplemente von HP und $3? bezüglich des Intervalles <a, b>, so haben 
XP und WP im Punkte x die Dichte 1. Es ist also nach Bedingung 3: 


b > 
lim | 2 (55 c py = TR lim | ende = ип || q (5, = 
a 


= со == QOO 1 == СО SCH 
х х 


woraus sofort: 


im | *(& x mM)d=0, lim | q(& x, п) dé — 0. 
песо CI Ip oO Rt) 
х x 


und somit auch (8) folgt. 

Sei nun => О beliebig gegeben. Wir bezeichnen mit Ў, die Menge aller Punkte à von < a, b =>, 
in denen: 
(9) [7 ()—/ oi xs 
ist, mit B, ihr Komplement bezüglich <a, b>. Nach einem bekannten Satze! hat dann für 
jedes x von <a’, b' >œ, abgesehen von einer Nullmenge, X, im Punkte x die Dichte 1, und daher 


B, im Punkte x die Dichte О. 
Wir schreiben: 


ao ` EELER 
Y 


Ay 
T “(с к a 
By 


1 »Abgesehen von einer Nullmenge ist, wenn / (5) integrierbar ist, 17 (£j —c| überall Ableitung seines unbestimmten Integrales 
für alle Werte von c= (de la Vallée-Poussin, Cours d'analyse П, 2-éd, p. 115). Es ist also, wieder abgesehen von einer Nullmenge: 


I 
im —. ра рд аго. 
Pzi —h 


Ist also 7 (A, £) der Inhalt der Menge aller jener Punkte von < x-— h, x 4- Л >, in denen |f E) —f i >: ist, so haben wir: 
li i (h 0 
т) 10. 
ken 2h 


Das aber ist die Behauptung des Textes. 
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Wegen (9) ist: 


b 
(erre ennalser@umia 
3X. | a 


und mithin, wegen Bedingung 1: 


(11) Jm 


Nach Bedingung З ist, abgesehen von einer Nullmenge, für alle x von <a, b! >: 


lim | о (E x, 1) ES E 
n= оо | Uy Í 


und nach Bedingung 1 ist, wieder abgesehen von einer Nullmenge: 


dx жє M (b!'—a. 


| COFA) e ( x, п) dè 
A, 


lj 
D 


D © (солт, i) ас 1| M 4-1. 
3L... ^ 


Daraus folgt nach einem bekannten Satze: 


DI | 
(12) lim | il e x, п) dé E ==) 
a' 


п= осо Lin, і fi 


Sei endlich Ф (Ё, 1, m) für jedes einzelne x in den Punkten von B, gleich |е (& x, al sonst 
gleich О. Dann ist, nach (8), abgesehen von einer Nullmenge, für alle x von <a), b! >: 


b 
(13) lim | © (л m dE (y 
CONT 


Ferner ist: 


' D ` ^b 
(14) | fedis FOP @® di 
By Ja 


t 


Nach Satz l' haben wir: 


(15) [A ro (2, um dx = (vef (5 25720) ах 


Nach Bedingung 2 ist, abgesehen von einer Nullmenge, für alle £ von <a, b — und alle и: 
b! 
(16) 0 = | 9 (& v, 1) dx = M. 
a' 
Wegen Bedingung 1 ist, abgesehen von einer Nullmenge, für alle x von <a, Р > und alle n: 


b 
0 z| оа ENM 
a 
Ф 


by ^b 
lim 10 n p (& x, и) 2 jas o 
n= e, Jar a 
Da aber nach Satz H: 


a5 b A E b b' 
[| d Ф (Е) d dx =f | o (&, x, n) dé dx 
oi \ b d Gi 


und somit wegen (13): 
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boob 
lim m vnu gr— 0, 
H-994Js Ja 


und somit, дае = 0 ist, auch für jedes Teilintervall <a, 5 2> von <a, b=: 


aye v 
(17) lim | | DAS тй) a» dt Ex 
KEREN a! j 


Setzen wir also: 


ist, so haben wir: 


ер! 
db mu are, к ЕЯ 
a! 
so sehen wir aus (16) und (17), daß Ф (S, т) folgenden zwei Bedingungen genügt: 
|, Es ist in <a, b > abgesehen von einer Nullmenge: 
($5) <M für alle n. 


2. Es ist für jedes Teilintervall < о, > von <a b>: 


п= 00 


B 
lim | Prema: = о. 


vu 


Nach einem Satze von Lebesgue! ist aber dann für jede in <a, b > integrierbare Funktion F (à): 


3 b 
lim | Fe Md = Ù. 
e 


1 = 00 


Nach (14) und (15) haben wir also auch: 


б! 
ge, шї [ro 
veel 8, 


Die Formeln (10), (115, (12), (18) aber ergeben zusammen: es ist für alle hinlänglich großen z: 


А (Е A) uis "P ese 


np 


| 


und da s beliebig war, ist das die Behauptung (7) von Satz Il. 


ICF X) —fF ах «s Of IN at), 


Man kann sich vielfach eine Untersuchung, ob Bedingung 3. von Satz Il erfüllt ist, ersparen durch 
die Bemerkung: 


I. 1st bekannt, daß, abgesehen von einer Nullmenge, für jedes in < a, b > integrier- 
баке in jedem) РипК е уоп 4 eb >, indem: 


h 
(19) Bee io 


h=0 h o 
ist, die Beziehung: 
(20) line SEU 


n= со 
gilt;so ist Bedingung 3. von Satz П erfüllt. 


In der Tat, sei Y eine den Punkt v enthaltende Menge, die im Punkte x die Dichte I hat und sei 
f$) = I in den Punkten von M, sonst = 0, so ist ı 19) erfüllt, es gilt somit wegen (20): 


im eis, we) ds = 1, 
n= со JA 


somit ist Bedingung 3. von Satz II erfüllt. 


1 Annales de Toulouse, Serie 3, Bd. 1, p. 52 (Satz I meiner 1. Mitteilung.) 
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Von den zahlreichen Anwendungen von Satz Il seien einige hervorgehoben. 


Sei 7, < 1 und lim ze = 1. Wir setzen: 
1 = оо 


D "E = ] il LJ 3 
(21) (B a, п) — —— — 
2% 1—21, cos (i—3)-- r4? 


Da die Beziehung: 


ПУ П 
lim | poo — 7. =) 
== а JE 1—2r cos Ge 


für jede in < — z, r > integrierbare Funktion in jedem Punkte x von (—z, x) gilt, in dem f Ableitung 
seines unbestimmten Integrales ist, ! entnehmen wir aus П/ sofort, daß für den Kern (21) alle Bedingungen 
von Satz Ш еї simda о 6 RR RR STE 
Setzen wir noch, der Übersichtlichkeit halber:? 
у те. E 
DS 1 —2r cos (£—2)4- 7? 


EK? 


so haben wir also für die Annäherung des Poisson'schen Integrales an eine beliebige in 
< —r,7> integrierbare Funktion f (a): 


lim | To Р al 02 = 0. 


= ТЕ —z 


Diese Eigenschaft des Poisson'schen Integrales wurde bewiesen von W. Groß. ? 
Setzen wir: 


SO wird: 


Б„@ | 7 End 


bekanntlich das Fejér'sche arithmetische Mittel aus den ; ersten Gliedern der Fourier’schen Reihe von 
J (x). Da die Fejérschen Mittel für jedes in < — т, z > integrierbare f überall in (=z, т) konvergieren, 
wo: 


Ei 


lim ES | : |f (x- 0 —f (| dt — 0, 
hi A 


h=0 


sind die Bedingungen von Satz II erfüllt, und wir erhalten folgenden Satz über die Konvergenz der 
Fejér'schen Mittel gegen f (2): Es ist für jede іп << —z, x > integrierbare Funktion f: 


н == 


lim [vo- (99 а= б. 


Т 


1 Zuerst bewiesen von P. Fatou; siehe meine I. Mitteilung, p. 69 |653]. 
? Es ist dies das sog. Poisson’sche Integral. Bekanntlich ist, wenn mit a, by die Koefizienten der Fourier'schen Reihe von 
f (x) bezeichnet werden: 


Ра Ex 1% (aycos v x -+ b, sin vy) (für OS r « 1). 


y—1 
5 Wien. Ber., Abt. Па, Bd. 124, p. 1024. 
+H, Lebesgue Ann. de Toulouse, Serie 3, Bd. 1, p. 88. 
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Dasselbe gilt für die von de la Vallée Poussin angegebene Summierung der Fourier'schen Reihe: 
setzen wir: 


so wird, ! wenn mit a, b, die Koeffizienten der Fourier'schen Reihe von f (x) bezeichnet werden: 


n 
4x a ut n—1)...(n—v+1 
E (x) = | JE (6) ae n) т = а ть Е дааа 


— 1, COS УКР, sin vx). 
e ? 2 — (n+ D nec Коко СА к 
= 


und es ist für jedes in — + z, x — integrierbare f: 


ЛО) Эт (2) 
n= со 
іп jedem Punkte x von ( -z, я), in dem f(x) Ableitung seines unbestimmten Integrales ist.” Es ist daher 
Satz II anwendbar, und ergibt für die de la Vallée Poussin'sche Summierung der Fourierschen 
Reihe, bei beliebigem in < - т, zx > integrierbarem f(x): 


im | 1£(9—V, (9| dx — 0. 


i- oo 


Setzen wir endlich, nach Landau und de la Vallée Poussin: 


OSEE e V к= =, 


1 
- 
de 


so wird: 
L, (х) = [; (à) Ф (& х, п)а 
0 


ein Polynom in x, und es ist für jedes in — 0, 1 > integrierbare 7: 


а шй JB, (Ch) 


п = оо 


in jedem Punkte x von (0, 1), in dem f (x) Ableitung seines unbestimmten Integrales ist. * Daher ist Satz П 
anwendbar und ergibt für die Annáherung der Landau'schen Polynome an die beliebige in 
<< —1, 1 > integrierbare Funktion f (a): 


lim (NC? ES WE 


п= 00.) 


Ў 2. 
Wir wollen nun die bisher bewiesenen Sätze auf unendliche Intervalle übertragen: 


la. Sei c ($ x) eine in der ganzen $x-Ebene meßbare Funktion, Als Funktion von x sei 
sie lür alle & abgesehen von einer Nullmenge, integrierbar in (—оо, +оо), und es gebe ein V, 
so daß, wieder abgesehen von einer Nullmenge: 


+00 
U) | [ОСД == für elle 5. 


со 


1 Ch. J. de la Vallee-Poussin, Bull. Bruxelles, Classe des sciences, 1908, p. 232. 
? Zuerst bewiesen von Н. Lebesgue, vgl. meine 1. Mitteilung, p. 47 [631]. 


3 Zuerst bewiesen von Fr. Riesz; vgl. meine 1. Mitteilung, p. 47 [631]. 
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Ist dann f(5) integrierbar in (— оо, +оо), so existiert das Integral: 
+оо Е 
(2) NEE грда 
— со 


für alle x, abgesehen von einer Nullmenge, und ist eine in (—co, +oo)integrierbare Funktion. 
Es genügt wieder, den Beweis unter der Annahme: 


(3) Ф (6, л) 220, 7 (8) 20 


zu führen. Wir zeigen zunächst, daß für jedes endliche Intervall — a, b > das Integral: 


b 
WEED 


für alle x, abgesehen von einer Nullmenge, existiert und eine in (— оо, +оо) integrierbare Funktion von x 
darstellt. Wird Ф, ($, x) eingeführt, wie beim Beweise von Satz I, so wird es genügen, die Existenz des 


Doppelintegrales: 


b (+оо 
(4) A f I PE Nd dr 
a — oO 


nachzuweisen, da im übrigen der Beweis derselbe bleibt, wie für Satz I. 
Für jedes endliche A — О existiert sicherlich das Doppelintegral: 


b A 
| | тоо 
а —А 


Wegen (3) ist Ф, (5, л) = 0, so daß das Integral: 


А 
| Ф E 247 
A 
mit A monoton wächst. Es ist somit: 


b А ку А 
L | lim f ФИ Т) E кш | | 0, del d£, 
a МЕА соси А= +00 Ja A j 


wo das links stehende Integral sicher existiert, da wegen (1): 


A + со 
" Ф, (5 з) dx z f (b | e @ 3) dx zz M f (5 
EL — оо 


ist. Da nun aber: 


b/ (^A 
lim | (f ФО E EE = qu IA Ф, (Ё 2 dí dx = (Е 
A= Fo / E А =+00, 


ist, so ist die Existenz des Doppelintegrales (4) bewiesen. 
Um nun Satz I a selbst zu beweisen, wird es wieder genügen, die Existenz des Doppelintegrales: 


(5) I = | BUT 


nachzuweisen. Nach dem eben Bewiesenen existiert für jedes endliche A > O das Integral: 


Inr Ф, (5 2) dt dx = (79 (m dasz!" voll Ga ал) ES 
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und wegen (1) hat die rechte Seite dieser Ungleichung einen endlichen Wert. Daraus folgt die Existenz 


A +00 
lim it n С (Е туа лу 
А=+со/_д ксы 


da das unter dem Linuszeichen stehende Integral mit A monoton wächst. Dieser Grenzwert ist aber 
nichts anderes als das Doppelintegral (5), dessen Existenz hiemit bewiesen ist. 

Wie Satz I, kann auch Satz [a ergänzt werden durch die Bemerkung: 

Ha Unter den Voraussetzungen von Satz [a existiert das Doppelintegral: 


f ы 1 "re, od de 


еә ES 


со 


eines endlichen Grenzwertes: 


undder Wertvon 


ist gleich diesem Doppelintegrale. 
Auch die zu I” analoge Bemerkung bleibt richtig. 
Wir lassen wieder 7 (&, x) abhängen von einer natürlichen Zahl z und setzen: 


+00 
SEENEN 
— со 


Dann können wir den zu П analogen Satz beweisen: 

П а. Sei v (Ё, хум) für jede natürliche Zahl meßbar in der ganzen &r-Ebene. Abgesehen 
von einer Nullmenge sei c (& x, м) für jedes nacht integrierbar in (—oo, +оо); ebenso sei, 
abgesehen von einer Nullmenge, c (ё, х, п) für jedes 5 integrierbar nach x іп (— оо, +оо). 
Ferner genüge о (5, x, м) folgenden Bedingungen: 

1. Es gibt ein M, so daß für alle x (abgesehen von einer Nullmenge) und alle x: 


+00 
| | (& x, 1| d$ A, 
— оо 


2. Es gibt ein M, so daß für alle $ (abgesehen von einer Nullmenge) und alle rm: 


+00 
|. |? (& 2, db dx < M. 
— oo 
9. Purjede seschrankte Punktmenge W, der Veránderlichen 2, die im Punkte 5— v die 
Dichte 1 hat, gilt: 
im | (x mdicl 
n= СО A, 


4. Fürjedesh>Oundjedessist: 
sh +00 | 
im f Е) r S lim | Be) ==. 
n= СО J— оо n= Ji+h 


Dann gilt für jede in (—co, + co) integrierbare Funktion f(x) die Beziehung: 


n= со 


(6) lit Ivo. (f, 9| 4x —0. 


Um das zu beweisen, können wir ganz ähnlich vorgehen, wie beim Beweise von Satz Il. Sei g (xà 
eine durchwegs positive, in (— co, +) integrierbare Funktion, und sei s > О beliebig gegeben. 
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Wir wählen ein beliebiges 7 — 0, bezeichnen mit 9L, die Menge aller Punkte & von <х—Ё, 
х -+ h >, in denen: 


(7) KO (0| = sg (2), 
und bezeichnen mit 8, das Komplement von Yy. Nun schreiben wir: 


DNE == | COSO p En) +70} | p È, x, n) at= D} + 


EN 


+[7® ф (& x, м) d£. 
By 
Aus (7) folgt: 


| | (eps dts eea "eps gi äs 
Ur vd oo 


und mithin, wegen Bedingung 1. 


(9) D Го) ева 


р 
со алй, 


(+оо 
zen g (a) da. 
— Со 
Ganz so, wie Gleichung (12) in $ 1 nachgewiesen wurde, wird hier gezeigt: 


+оо 
(10) lim ro d v (Sox, ш) ас } da =O] 


== GO КЕЯ d 
oo Wg 


Wir setzen auch hier: © (ё, x, п) = |ф (& x, ?)| in den Punkten von $8,, sonst = 0. Die durch (14) 
und (15) von $ | ausgedrückte Schlußweise ergibt (bei Berufung auf Satz l'a): 


a) 7 (Le v (зул) de ol "hee [res шаг}. 
v-oo | 79. — oo V — оо 


Wir setzen nun zur Abkürzung: 


Ф (ё, и) = Í e (& x, ах, 


oo 


und zeigen, daß Ф (5, 1) folgenden zwei Bedingungen genügt: 


a) Es gibt ein M. sodaß, abgesehen von einer Nullmenge, für alle & und alle 2: 
\Ф (& | << M. 


В) In jedem endlichen Intervalle < a, 8 > ist: 


(12) lim Is (& п) d£ = 0. 


u= оо 


Bedingung о) ist eine unmittelbare Folge von Bedingung 2. von Satz П a. Was Bedingung £) anlangt, 
so wählen wir A so groß, daB — a, B — in (— А, A) liegt und setzen: 


А 
Ф, (& ж) -f ф (ё, 2, н) dx 
=) 


—A +оо, 
Dan) " $ (É, x, n) dx + 1, Ф (Ё 2, 0) dx, 
es A 
so daß wir haben: 
Ф (é, n) = Ф, (É, n)4- 5, (È, n). 
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RH A/ n$ 
| Ф, (É n) dé = | | 5 (E am) de) d x. 
a —А a / 


Aus Bedingung 3. folgt unmittelbar für jedes x: 


Nun ist: 


8 
lim IK AW) dioc; 


п= оо 


aus Bedingung 1. folgt: 


(13) 


Ich 
| p (È, x, и) d£ = М für alle и. 
а. 
Es ist daher: 
à 
lim GUT (5E 1) 0 
f CO 
Ferner ist nach Bedingung 4. für alle $ von < 2, G>: 
/*—AÀ 7+ oo 
lim E (i55 02) т ER b DS xe praise es О 
005/68 о ПИЕ БӘЛА 


und wegen Bedingung 2. für alle $ von < a, 2 — und alle z: 


=; 


' p-A 

| р (& x, n) dx 
| 

./— eo 


+00 | 
| б (Ё. x,u) dx| «M, 


A 


und somit: 


(14) 


п= оо 


8 
lim ir Фо зке ==). 


Die Beziehungen (13) und (14) zeigen nun, daß (12) erfüllt ist, das heißt, daß Ф (È, м) auch der 
Bedingung $) genügt. 


Da nun Ф ($, 1) den Bedingungen +) und Ei genügt, so ist! für jedes in ( оо, +оо) integrierbare F: 


+09 
Ge I F (b 9 (tu) dt — 0. 


n= оо со 


Es ist also insbesondere auch: 


+00 ("* oo 
lim 1 Uf (5| H z (& a, n) dis = 0. 
— 00 D 


n= oo 


und mithin nach (11): 


(15) 


(16) - 


+оо) e | | 
lim | | ЕЕ А SPICE = 
n-— oo co Jy 


r 


Die Beziehungen (8), (9), (10) und (15) ergeben aber (6), ѕ daß Пи bewiesen ist. 


Es sei zunächst folgende Anwendung von Satz Il a erwähnt: wir setzen nach \Weierstraß: 


eu x Dese ke, 


Е 


Dann wird für jedes k с> О, wenn f ($) in (— eo, + оо) integrierbar ist, der Ausdruck: 


+ оо 
W (a. k) z E x, Ёу die 
—o0 


1 Nach Satz la meiner 1. Mitteilung. 
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eine ganze transzendente Funktion ! in x, und es gilt an jeder Stelle r wo f Ableitung seines unbestimmten 
Integrales ist:? 


Co lim Wie). 
R=+00 


Daraus entnimmt man, daß Bedingung 3 von Satz Па erfüllt ist, und da die anderen Bedingungen 
dieses Satzes offenkundig erfüllt sind, haben wir: das Weierstrass’sche Integral (16) liefert zu 
jeder in ( oo, +оо) integrierbaren Funktion f(x) eine ganze Funktion W (x, £ für die die 
Beziehung gilt: 


(17) lim | 


k=+@0, 


oo 
| (3) № (s, &)| dx — 0. 
oo 
Man könnte glauben, daß Bedingung + für die Giltigkeit von Satz Па überflüssig ist. Es sei also 
noch an einem Beispiele gezeigt, daß eine Bedingung dieser Art jedenfalls erforderlich ist. 
1 


: n. 1 : | : 
Sei e, (и) = іп — —,‚ —. 5) = lin <a al =. sonst o, (н) == О. Wir setzen: 
' 2 mo au 


E arm D D D ^ Ek 
ПР) = | f (&) р, ($—3) d& 
— 009 


und haben offenbar, wenn f(x) integrierbar ist in (—оо, + co), in jedem Punkte x, in dem f Ableitung 
seines unbestimmten Integrales ist: 


EE 


n= оо 


о 


woraus тап entnimmt, daß Bedingung 3 von Satz Па erfüllt ist. Daß Bedingung I und 2 erfüllt sind, ist 
offenkundig, ebenso daß Bedingung 4 nicht erfüllt ist. 


Wir haben: 
. Я 2L x+ : : a Al А 
д =- [rear [7 rea 


N v XH 
1 


Aus Satz Па folgt ohneweiteres, daß: 


+o | H х+ 2. 
lim | f(x) a oda) 
u= оо — оо 2 z- 1. 


/*4 00 хал \ жоо / Cen ` 
| | fà 2 = | | fadi da. 
— соо x4 СИЕ со \ x 


Diese Größe ist von гб unabhängig, und im allgemeinen gewiß Æ 0, so daß (6) nicht bestehen kann. 
Zum Schlusse seien noch von Satz Па zwei Anwendungen auf die Theorie der Fourier'schen 
Integrale gemacht. 


ist. Hingegen haben wir: 


Wie ich in meiner I. Mitteilung gezeigt habe, ? gilt für jede in (— оо, +00) integrierbare Funktion 
f(x) die Beziehung: 


А 1 +оо ' 1 
yg xw ND 
р=+0 T = c t 
ЗС T St ) 
Bj 
1 Siehe zum Beispiel É. Borel, Leçons sur les fonctions de variables réelles, p. 53. 


= Siehe meine 1. Mitteilung, p. 50 [334]. ы 
3) p. 67 [651], 71 [655]. 
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in jedem Punkte х, in dem f(x) Ableitung seines unbestimmten Integrales ist. Daraus folgt, daß, wenn ^, 
irgend eine Folge positiver Zahlen mit lim р, = О bezeichnet, der Kern 


п = oo 
x 1 
7 (S, 4, n) = NEN o 7 
EE 
\ Pu 


der offenbar den Bedingungen 1, 2 und 4 von Satz lla genügt, auch der Bedingung 3 dieses Satzes 


о. 1 | 
ll ag = | mec e 
— оо : 


genügt. Setzen wir also: 


= (kom: 

ifs КЕ үг n 

ү p ! 
so lehrt Satz Па das Bestehen der Beziehung: 
"+ оо 

(18) lim Jf G) —U Go dx 0 
DEE — со 


für jede in (—оо, + оо) integrierbare Funktion f(x». Nun hat man aber, ! wenn gesetzt wird: 


1 pee Bees de 
(19) А 0) =—| J Ecos hi а) == Б | Uo S) SIDE SEES 
Te J— оо D 1/00 
die Beziehung: 
_ ('*oo 
IH (a, р) = | е9 (A (уу cos Ant B (0) sin Ал) di. 


e — 00 
und es kann die Formel: 
/ (а= CU. later 
р= +0 
als eine Summationsformel für das Fourier'sche Integral betrachtet werden, die, da sie der Poisson'schen 
Summierung der Fourier'schen Reihe analog ist, auch hier als die Poisson'sche Summierung bezeichnet 
werden móge. 

Wir haben also, in Analogie mit einem in 3 1 für die Poisson'sche Summierung der Fourier'schen 
Reihe bewiesenen Satze: Für die Poisson'schen Summierungsausdrücke ll (x, p) des Fourier’schen 
Integrales einer beliebigen in (— oo, + co) integrierbaren Funktion fix) giit die Beziehung (181 

Um ein zweites Resultat ähnlicher Natur zu erhalten, knüpfen wir an die bekannte Formel ? an: 


+оо / 
| җе OOS 22, [ЙЛ к= Мк gum 


9 
vU - 
` Setzen wir hierin: 
Ар а а 
so erhalten wir: 
1 Too u ` 
St £ Ww (cos ÀA$ COS NUE SINS вш ла) ale ergi 
en vs 
Führt man dies ins Weierstrass'sche Integral (16) ein. so erhält man, wenn man wieder von der 
Bezeichnungsweise (19) Gebrauch macht: für jede in( оо, +oo)integrierbare Funktion foi gilt 
in jedem Punkte, in dem sie Ableitung ihres unbestimmten Integrales ist, die Formel: 


+ oo б 
Ро) = lim | е (4 DA cos hert BO) sin Xx) d. 


=ч со 


1 Vgl. 1. Mitteilung, p. 71 [655]. 
? Siehe zum Beispiel Ch. J. de la Vallde-Poussin, Cours d'analyse 1:2. ed. p. 82. 
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Auch diese Formel kann als eine Summationsiormel für das Fourier'sche Integral betrachtet werden. 
Da sie auch durch einen Grenzübergang aus der de la Vallée-Poussin'schen Summierung der Fourier'schen 
Reihe gewonnen werden kann, so möge sie als die de la Vallée-Poussin'sche Summierung des 
Fourierschen Integrales bezeichnet werden. 
Setzen wir noch: 
Us 


+00 
0) = | €-?* (A (X) соз à x4- В (4) sin Xx) dX, 
=/СО 


so lehrt die für das Weierstrass'sche Integral bewiesene Beziehung (17): für die de la Vallée- 
Poussin'schen Summierungsausdrücke V(x, p) des Fourierschen Integrales einer beliebigen 
in (— оо, + co) integrierbaren Funktion f (2) gilt die Beziehung: 


Ge [ve pre gl dr 0. 


о>=+0 со 


Wir müssen nun zwei Hilfsätze beweisen, die wir im Folgenden benötigen werden. ! 


III. Ist e, (£) (n 1, 2.....) eine Folge in « a, b — integrierbarer Funktionen, für die: 


| ^b 
(1) lim um (ld: == 4 оо 


ICON, 


ist, so gibt es eine in <a, b — stetige Funktion £(£), für die: 


H 
(2) lim D 8 (S v, ($) dí = + oo. 
a 


и п= оо 


Sei A, (&) definiert durch: 


Ш. sd ос fes) 0 
Dann ist, wegen (1), auch: 
^b r 
lim hy (6) е, (£) аё — + оо. 
n= 0 da 


Es hat keinerlei Schwierigkeit, ? aus den, im allgemeinen unstetigen, I, (£) stetige Funktionen s, (É) 
herzuleiten, die der Ungleichung genügen: 
(3) - б (5)| = 1, 
und für die gleichfalls: 


b 


(4) lim 2, (00 9, 026 es 
п= 00 Ja 
ist. — Wäre nun für eine dieser stetigen Funktionen s; (è) die Folge der Integrale: 
А is ^ 
(5) | ООР 
da 


1 Der Beweis dieser Hilfssätze beruht auf einem von A. Haar und H. Lebesgue zu ähnlichem Zwecke verwendeten Gedanken. 
Vgl. $ 2 meiner 1. Mitteilung. 
? Vgl. meine 1. Mitteilung, р. 9 [593]. 
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nicht geschränkt, so wäre damit unsere Behauptung bewiesen; wir hätten nur (©) = g; ($) oder = —g; ($) 
zu wählen. Wir werden also annehmen, es sei für jedes einzelne і die Folge der Integrale (5) geschränkt: 


b 

[s69562« 
a 

Wir setzen noch zur Abkürzung: 


b b 
| EI dëss und L()— f н @ e, (9 46 
a a 


«ee Ne 


(8) 


Wir können nun aus der Folge der Indizes 12 1,2,..., eine Teilfolge RE COE Пегайс- 
greifen nach folgender Vorschrift: 
Es sei n, = 1. Ist и; gefunden, so werde 1; (> 11) in nachstehender Weise bestimmt: 


1. Es sei: 
(7) L, > La; 
2. ist: 
8 | I [ St : | N; für all 
( ) n | Te 7 i ET clc ap, / = N ur aile зл, 
so werde :15,, so groß gewählt, daß: 
(9) Га Eu) > ФА DÉI Lan 


Forderung 1 kann erfüllt werden, wegen Voraussetzung (1). Was Forderung 2 anlangt, so ist 
zunächst eine Ungleichung der Form (8) tatsächlich erfüllt für alle ız wegen (6), und es kann 7,4 so groß 
gewählt werden, daß (9) gilt, wegen (4). 


Setzen wir nun: 


Sus ($4... - Sn; O 


2L, 9 E. a 

so ist, wegen (3) und (7), diese Reihe gleichmäßig konvergent, und es ist daher g (Å) stetig in < a, b >. 
Ferner ist: 

1 : 1 

a em e, = оо EE Ger he: 
In (8) ZE (En) m Dm Zr (En) + те TTE 12 (En) + 
Wir haben also: 
(10) E E Meu E Nu 
n OE gag а) |А (e т tn 
І Le І 
| У у ha) > 
Ce T ica ii E E 2*7! Гар io 
Hierin ist, wegen (9): 
1 
(ШШ ———— — Iu (np > Niati; 
9i-1 [S ni er p 
Sodann wegen (8): 
1 1 

12 E me |=; 
(12) ni e, E M TEAM x Avid 


endlich folgt aus (3): 
Kr (22 = Dis 


Denkschriften der mathem.-naturw. Klasse, 93. Band. 90 
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und daher weiter, unter Berücksichtigung von (7): 


13 
| | 2 хл | (с) = 1. 
koci ng—i 
Aus (10) zusammen mit (11), (12), (13) aber ergibt sich: 
= gi 


Damit ist unsere Behauptung (2) erwiesen. In ganz derselben Weise zeigt man: 
Ша. »Ist ©, (8 (п = 1, 2,...) eine Folge in (—оо, +00) integrierbarer Funktionen, für die: 


Le DEM TES 
im H le, 9148 = + оо 
n-oojJ.-co 
ist, so gibt es eine in (— oco, +00) geschränkte, für jedes & stetige Funktion g ($), für die: 
+ оо 

lim О (©) Tu (5) аё = + ee, 

= оо / со 
Wir kommen zum Beweise des zweiten Hilfsatzes: 


IV. Ist т, (Ё) (1 — 1, 2,...) eine Folge in<a,5> integrierbarer Funktionen, und gibt es 
ine=a, bi eine Folge von Teilintervallen < an bm und eine Folge von lad лес mi 


lim 1; = оо, so дай: 
[OO 


8; "m 
(15) lim n Ga (5) d$ = + оо, 
en 


I = СО 
so gibt es eine in <a, L= absolut stetige Funktion gë), für die: 
e ZE 
lim S ( o, ( d$ — + co. 
n= Ja 


Wir beschränken nicht die Allgemeinheit, wenn wir die Voraussetzung (15) ersetzen durch: 


(15а) lim I Rn 


n= оо " 


da das darauf hinausläuft, statt der vorgelegten Folge der Ф, (E) eine Teilfolge zu betrachten. 
Sei It, (£) definiert durch: Е 


В. О а = 
Е О außerhalb Er = 


Dann ist wegen (15 a) auch: 


à b 
E h, GI Ф, (Ei Greg а= een 


a 


Wir wählen nun ein о, > О so klein, daß: 


und so klein, daß: 


п 


„+з Bn 
Ip. ©] 4& zf |Ф„ Ol di < 1. 
Е Pp in 


Sodann definieren wir o, (B durch die Festsetzung: in < ðn + Om f, — o, > und außerhalb 
< Am Pa > stimmt gy (6) ті Л, (ё) überein, in <a,%,+60,> aber, sowie їп <ß,—-0,%,> mit 


£ 
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derjenigen linearen Funktion, die in den Endpunkten des betreftenden Intervalles = 7r, (É) ist. Dann ist 
offenbar: 


| b b 
ans [0.041 
ud а 


und wir haben in den 2, (&) eine Folge absolut stetiger Funktionen vor uns mit folgenden Eigenschaften: 
Es ist 
ozs OS 


die Totalvariation von =, (5) in < a, b — hat den Wert 2, und es ist: 


D 
(16) im f s Op Odi + =. 


1 = со 


Wäre nun für eine dieser Funktionen g; (5) die Folge der Integrale: 


n (S2 (t9) dis Male) 

a 

nicht geschránkt, so wäre damit unsere Behauptung erwiesen, indem wir g (6) = g; (6) oder = -g (È 
setzen. Wir werden also annehmen, es gelte für jedes ; eine Ungleichung der Form (6). 

Die beim Beweise von Satz Ш eingeführten Abkürzungen Г, und Je (77) behalten wir bei. Wie dort 
bestimmen wir die Teilfolge der Indizes: 5, 7,,..., иь... Daß (7) erfüllt werden kann, folgt nun aus 
Voraussetzung (15), daß (9) erfüllt werden kanı, aus (16). 

Wie dort definieren wir die Funktion g (5) und wollen uns überzeugen, daß sie absolut stetig ist 
in — a, b >. Das heißt wir haben zu zeigen: ist <> О beliebig gegeben, so gehört dazu ein т > 0, so daß 
für jede Menge sich nicht üherdeckender Teilintervalle д, Ba, Bi уоп = d, Ё 2, deren Gesamtinhalt: 


(i +... 


ist, die Ungleichung besteht: ! 
oo 
(18) Ne V (e, В 
8p) =. 
pam e / 
Da jedes 9, ($) in < a, b > die Totalvariation 2 hat, kann zunächst 4, so groß gewählt werden, daß: 


de 
"Eni (3) 


oo 
= 
——. nj 1 


BUT 
Pid 


in <a, b> eine Totalvariation — — hat. Dann ist erst recht, für jede Menge sich nicht überdeckender 
> 


25 


Teilintervalle д, von < a, Р >=: 


oo 
Es E 
(19) ИЕ 
— 2 
k= 
Da jede der endlich vielen Funktionen gn, (5), Sn, (£) . . .. Sn; ($) absolut stetig ist, kann 7 > 0 so klein 
n v 


gewählt werden, daß aus (17) folgt: 


S 


co 
(20) М V (erum д) < 


п 


NE Р e 
ortl (i >= 1, 2. АТ io). 


Aus (19) und (20) aber folgt (18), womit die absolute Stetigkeit von g ($) nachgewiesen ist. 


1 Es bedeutet V (g, 2, die Totalvarialion von g im Intervalle à,. 
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Endlich beweist man wie oben das Bestehen von Ungleichung (14), womit der Beweis von Satz IV 
beendet ist. 

Ganz ebenso beweist man: 

IV a. »Ist 9, ($) (n=1,2,...) eine Folge in (— co, -- оо) integrierbarer Funktionen, und gibt es eine 


Folge von Intervallen < ж, Be > und von Indizes s; mit lim 7:5; — co, so daß (15) gilt, so gibt es eine in 
jo 


(— оо, +œ) geschränkte, in jedem endlichen Intervalle absolut stetige Funktion g (2), für die: 


Pen Too 
in | On а + ог 


NZ со со 


ya 
Sei e, (x), o, (x),..., 0, (2), ... ein normiertes Orthogonalsystem des Intervalles <a, b =, das 


heißt es sei: 


[^ (e, (2) dx - O0 kW 


b 
|. (о е 


Das Orthogonalsystem heißt vollständig, wenn es keine Funktion o (x) gibt, deren Quadrat in 
<a, b > integrierbar ist, und für die: 


b b 
f 5e» (О = К у= 1,2 [oaro 


wäre. 
Für jede Funktion f (x), deren Quadrat їп <a, b > integrierbar ist, existieren die »Fourier'schen 
Konstanten« in bezug auf unser Orthogonalsystem: 1 ; 


() 5- [7®»®&й ecu. ) 


und bekanntlich ist das Orthogonalsystem ein vollstándiges dann und nur dann, wenn für jede Funktion 
f (x), deren Quadrat in — a, b — integrierbar ist, die Gleichung besteht: 


Y [ова 


у= 1 


Eine unmittelbare Folge daraus ist, daß für jedes Paar іп << a, b > quadratisch integrierbarer 
Funktionen f (y) und g (x), deren Fourier'sche Konstanten in bezug auf unser Orthogonalsystem f, und $, 
seien, die Gleichung besteht: 


2) Yee 70204 


y=1 


Wir wollen diese Formel als die Parseval'sche Formel bezeichnen,? weil sie die Verallgemeinerung 
des bekannten Parseval'schen Theoremes aus der Theorie der Fourierschen Reihe? auf beliebige 
normierte vollständige Orthogonalsysteme darstellt. 


1 In der Tat ist in der Definition des normierten Orthogonalsystemes die Tatsache enthalten, daß jede seiner Funktion ox Gei in 
<a, b > von integrierbarem Quadrate ist. 

2 D. Hilbert bezeichnet sie als »Vollständigkeitsrelation.« 

3 Siehe zum Beispiel Ch. J. dela Vallée Poussin, Cours d'analyse, tome II (2 éd), p. 165. 
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Es existieren die Fourier'schen Konstanten (1) nicht nur für jede in < a, b > samt ihrem Quadrate 
integrierbare Funktion, sondern für jede іп <a, b > integrierbare Funktion dann und nur dann, wenn 
jede einzelne Funktion о, (x) unseres Orthogonalsystemes іп < а, b > geschrünkt ist, abgesehen-höchstens 
von einer Nullmenge. 

In der Tat, ist ein о, (x) nicht geschränkt, und kann es auch nicht durch Abänderung seiner Werte 
in einer Nullmenge in eine geschränkte Funktion verwandelt werden, so gibt es sicher eine in <a b > 
integrierbare Funktion f(x), für die das Integral: 


>b 


| £0) e 0 42 


nicht existiert. 1 

Wir nehmen also an, es sei jedes einzelne о, (x) іп <a, b с> geschränkt (abgesehen höchstens von 
einer Nullmenge). Ist dann f(x) in << a, b > integrierbar und g (rv) іп <a, b> geschränkt, so existiert das 
Integral: 


b z 
n FOLE di 


und wir Können die Frage aufwerfen, ob nun die Parseval'sche Formel (2) für jedes Funktionenpaar f (x), 
g (x) gilt, von denen in <a, b > die eine integrierbar, die andere geschränkt ist. 

Sei zunächst g (r) eine gegebene in <a, b > geschränkte Funktion. Dann gilt der Satz: 

V. Damit bei gegebenem, in «d, bz geschränkteng (x) dieParseval'sche Formel (2) 
für jedes in <a, b> integrierbare f gelte, ist notwendig und hinreichend, daß es ein .V gibt, 
so daß für allex von <a, bz, abgesehen von einer Nullmenge, und alle и: 

1 
(8) у S, 0, = 
Eeer | 

In der Tat, die Frage nach der Giltigkeit von (2) ist gleichbedeutend mit der Frage nach der 

Giltigkeit von: 


D 
(4) im | yore N g о, (EN d$ 0. 


Wir setzen: 


Nach einem Satze von Lebesgue ° gilt nun (4) für jedes in < «. b > integrierbare f dann und nur 
dann, wenn *; (É) folgenden Bedingungen genügt: 
1. Es gibt ein M, so daß, abgesehen von einer Nullmenge, für alle x von <a, b > und alle n: 


< M. 


Ф, (5) 
2. Für jedes Teilintervall <a, с> von <a, b z ist: 


? z 
lim е о. 
n= 00 Ja 


Hievon ist, da nach Voraussetzung g (£), abgesehen von einer Nullmenge, geschränkt ist, Bedin- 
gung 1. gleichbedeutend mit (3), und Bedingung 2. ist sicher erfüllt. In der Tat setzen wir: f (4) = in 


1 H. Lebesgue, Ann. de Toul. Serie 3, Bd. 1, p. 38. 
2 Satz I meiner 1. Mitteilung. 


H Hahn, 
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< a, 2 > und = 0 außerhalb < я, Ё >, so können wir, da die Funktionen f(&) und g (5) nun beide in 


< a, b > samt ihrem Quadrate integrierbar sind, Formel (2) anwenden und erhalten: 


a9 = B 
| Au): | о, È) dÈ. 
а inem a 


Damit ist Satz V bewiesen. Wir sind nun auch in der Lage, die aufgeworfene Frage zu beantworten: 


гә 


VI. Damit die Parseval'sche Formel (2) für jedes Funktionenpaar f(x), g(x) gelte, von 


denen іп <a, b > die eine geschränkt, die andere integrierbar ist, ist notwendig und hin- 
reichend, daß es ein V gibt, sodaß für alle х von < a, bœ (abgesehen von einer Nullmenge) 


und alle 2: 
н 


| T 

(5) n p e, (E) e, (X) | d$ < M. 

a == 

v=1 я 

Die Bedingung ist hinreichend: in der Tat, sei g (+) in <a, b > geschränkt: 
бүт GC ар 

Dann ist (abgesehen von einer Nullmenge): 


t 
| n 


Du | E | 
| ү (Mo еа) йс == G | ^ о, (È) e, (09 | d$ << G- M. 
a | wg | 


y е (= 
—À 
6 


Es ist also für jedes einzelne geschrünkte g (r) Bedingung (3) von Satz V erfüllt. 
Die Bedingung ist notwendig: angenommen, sie sei nicht erfüllt; es gäbe dann zu jeder natürlichen 


Zahl i eine in <a, b — gelegene Menge 17; mit von Null verschiedenem Inhalte, so daß zu jedem Punkte v 


von M; ein Index ny gehört, für den: 


p с. | 
En ES H NE. 
(6) | | N р (су (x)| dis =з, 
а Ike: | 

= 1 
Abgesehen von einer Nullmenge ist überall іп < a, b > ө, (х) Ableitung seines unbestimmten 
Integrales. Es sind daher auch weiter überall in <a, P >, abgesehen von einer Nullmenge, sämtliche 


€, (x) Ableitung ihrer unbestimmten Integrale, und es gibt daher auch in jeder Menge M; einen Punkt x; 


in dem jedes «e, (1) Ableitung seines unbestimmten Integrales ist. 
Wir entnehmen also aus (6): es gibt eine Punktfolge a; in <a, ^ —, sowie eine Indizesfolge n; so daß: 


v It | 
u, b 
lim | X t, (Ё) o, (x) dé — + co, 
i=+0 Ja | € | 


TES 


und so, daß in jedem Punkte a; jedes о, (x) Ableitung seines unbestimmten integrals ist. 


Indem wir nun in Satz Ill setzen: 
nj 
SH S 
qO = A u (0 o (а), 
— 


=1 
sehen wir: es gibt eine in <a, b — geschränkte (und überdies stetige) Funktion g (2), für die 


ni 
b 
lim | (0) о, (0) о, (xj) d$ = + oo 


i= со 
y=1 


e 
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ist. Da aber: 


b 
[5696475 


ist, haben wir weiter: 


п. 
ti 


(7) „im 2 ©, ®, (x) — +. 


у= і 


Zufolge der Wahl der Punkte x; ist nun in jedem Punkte л; die Funktion: 


n 


(8) Y a (0) 


val 


Ableitung ihres unbestimmten Integrales, so daß (7) besagt: die rechtsseitige obere Ableitung des 
unbestimmten Integrales von (8) ist nicht nach oben geschränkt für alle м und alle x von < a, b >. 
Nun unterscheidet sich der Ausdruck (8) von dieser rechtsseitigen oberen Ableitung nur in einer 
Nullmenge; und da eine geschränkte rechtsseitige obere Ableitung ihre obere Grenze in einem Intervalle 
nicht ändert, wenn Nullmengen vernachlässigt werden,! so sehen wir, daß der Ausdruck (8) auch 
nicht durch bloße Wertänderung in einer Nullmenge in einen für alle y von <a, b> und alle u 
geschränkten Ausdruck verwandelt werden kann; es genügt also die Funktion g(r) der Bedingung (3) 
von Satz V nicht. Damit ist Bedingung (5) von Satz VI als notwendig erwiesen. 

Als Beispiel eines die Bedingung von Satz VI erfüllenden Orthogonalsystemes diene das bekannte 
Haar'sche Orthogonalsystem.? Ein Beispiel eines die Bedingung von Satz VI nicht erfüllenden 
Orthogonalsystemes liefert das trigonometrische Orthogonalsystem; denn es ist bekanntlich: 


оне 
1 uc ou D 
C < Dem 
(9) en N (cos v& cos vx + sin vé sin yx) = ——— 0 
2 т Z 2т . ф—х 
y—1 sin 
2 
und: 
25 --1 
от 2—64) 
hm —— йс = а= со 
п= 00 т -r Я Qo 
sin 
2 


Es gibt also in < —7,z > eine integrierbare Funktion f und eine stetige Funktion g, 
für die die Parseval'sche Formel aus der Theorie der Fourier'sschen Reihen nicht gilt. 


VII. Damit die Parseval'sche Formel (2) für jedes Funktionenpaar f(x), g(x) gelte, von 
denen іп << bz die eine geschránkt und von geschränkter Variation, die andere inte- 
grierbarist, ist notwendig und hinreichend, daß es ein M gibt, so daß für alle Teilintervalle 
< 0, gl von <A, b >, alle x von <a, Р с, abgesehen von einer Nullmenge, und alle 1: 


в н i 
(10) Ji Уо, E) o, (а) 2 < М. 
a — 
Y —1 
Die Bedingung ist hinreichend. Denn ist 


gal eG inca, b>, 


1 Siehe zum Beispiel Н. Lebesgue Legons sur l'intégration, p. Su. 
? Math. Ann. 69, p. 361 Ё. 
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und ist V die Totalvariation von g in < a, b —, so liefert der zweite Mittelwertsatz der Integralrechnung ! 
(abgesehen von einer Nullmenge): 


н н | 


Y a, o E Е (8) > o, È) о, (2) d&| = (G+ V) M. 
= va a 

Es ist also für jedes einzelne g (x) geschränkter Variation Bedingung (3) von Satz V erfüllt. 

Die Bedingung ist notwendig. Angenommen, sie sei nicht erfüllt. Dann gibt es zu jeder natürlichen 
Zahl i eine Teilmenge M; von <a, b > mit von О verschiedenem Inhalte, zu deren jedem Punkte x ein 


Teilintervall < ax, 8; — von < a, b => und ein Index rn, gehört, so daß: 


* о, (DI o, (а) dé|z i. 
е 


ki 
* y=1 


NAT. 
| 


j 


Wie beim Beweise von Satz VI sehen wir: es gibt in << a, b — eine Folge von Teilintervallen 
<< 0, Be — und eine Punktfolge x; sowie eine Indizesfolge s; so daß: 
8; nj 
dim | j 3 w, (2) о, (2) d$ | = + со, 
Site ©; GL 
i D dem 
und so, daß in jedem Punkte x; jedes e, (x) Ableitung seines unbestimmten Integrales ist. 
Somit gibt es also nach Satz IV (oder IVa) eine Funktion g (+), die in <a, b — geschränkt und von 
geschränkter Variation (ja sogar absolut stetig) ist und für die: 
b ni п; 
im | 209) Уо, (0 eG) 46 — im V g e, (x) = + eo. 
2—1 


Ze te +оо — 
а 
м al y —1 


woraus man, wie beim Beweise von Satz VI weiter schließt, daß g (x) der Bedingung (8) von Satz V 
nicht genügt. Damit ist gezeigt, daß Bedingung (10) von Satz VII notwendig ist. 

Satz VII lehrt für das trigonometrische Orthogonalsystem, daß die Parseval'sche Formel in der 
Theorie der Fourier'schen Reihen gilt für jedes Paar von Funktionen fund 8 von denen in 
<< —7,z die eine integrierbar, die andere von geschránkter Variation ist;? es folgt dies nach 
Satz VII unmittelbar daraus, daß für den Kern (9) bekanntlich eine Ungleichung gilt: 


| EN 2u+ 1 (2 a 
Se Se flee dh 
| fe gm 
— -—==———— аё = М 
Zee . £—x 
Sin 


2 


für alle iz, alle х von — —т, x > und alle Teilintervalle — a, 8 > von < —т, т г>. 


Wählt man für g(x) speziell die Funktion, die = 1 ist in einem Teilintervalle << a, с> von 
< т, т >, sonst = 0, so liefert die Parseval'sche Formel das bekannte Theorem? von der Integration 
der Fourier'schen Reihe einer beliebigen in << —r, x > integrierbaren Funktion f. 

Satz V liefert übrigens unmittelbar, indem man unter g (+) die Funktion versteht, die = 1 ist in 
== ОЛ 8 =>, sonst ==: 

Damit für jede іп <o. b= integrierbare Funktion f und jedes Teilintervall<a,ß> 
von < a, b > die Formel gelte: 


(11) [7o dee = Safe (x) da, 


1 Siehe zum Beispiel H. Lebesgue Ann. de Toul. Serie 3, Bd. 1, p. 37. з — = 
2 Zuerst bemerkt von W. Н. Young, Proc. Royal Soc. А, 85, р. 412. 
3 Siehe zum Beispiel de la Vallée Poussin, Cours d'analyse, tome П (2. ей), p. 134. ы сс 
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ist notwendig und hinreichend, daß zu jedem Teilintervalle<a,?> von < а, bz ein M 
gehört, so daß für alle м, und alle x von <a, b= (abgesehen von einer Nullmenge): 


D а 


(19) b | "в, (© dëm, (2) 


== AS 


v=l 
Diese Bedingung ist sicher erfüllt, wenn die Bedingung von Satz VII erfüllt ist. 
Hingegen reicht Bedingung (12) noch keineswegs aus, um das Bestehen folgender Beziehung sicher- 
zustellen, die wesentlich mehr besagt als (11): 


! 


(13) lim js ло — Уло, fl dx — 0. 


Das Bestehen dieser Beziehung für jedes in <a, b > integrierbare f hat nämlich, wie aus einem 
Satze von Lebesgue! folgt, das Bestehen der Parseval’schen Formel für jedes integrierbare f und 
geschrünkte g zur Folge. Es kann also, wenn es sich zum Beispiel um Fourier'sche Reihen handelt, (13) 
nicht für jedes integrierbare f gelten. 


S 
35 
Nachdem wir gesehen haben, daß die Parseval’sche Formel keineswegs für jedes vollständige nor- 
mierte Orthogonalsystem о, (х) und jedes Paar von Funktionen f(x) g (x) gilt, von denen die eine 
geschränkt, die andere integrierbar ist, wollen wir die Frage behandeln, ob sich nicht Summationsverfahren 
angeben lassen, durch die aus der Reihe: 


eine Folge von Ausdrücken hergeleitet wird, die stets gegen: 


b 
| So) g@)dz 


konvergiert, wenn von den beiden Funktionen fund gin < а, Рс die cine geschränkt, die andere 
integrierbar ist. Zur Lösung dieser Aufgabe werden wir geführt durch fo'genden Satz: 


ҮШ. Es genüge der Kern»(5,%n) allen Voraussetzungen von Satz Il. Ist dann f (x) in 
а, Б integrierbar und g (x) in <a, b — geschränkt, so ist: 


(1) D FIOR T UE |, Y (f, à) g da. 


In der Tat, nach Satz Il ist: 


п= оо 


b 
lim " Ол rad = 0, 


daher, wenn g (x) іп <a, b > geschrünkt ist, auch: 


b 
lim Lë (2) 
n= оо a 

und somit auch: 


(2) | lim d e (vL CE) dx = О, 


Š If (x) — 1, Se x)| dx = 0, 


"= оо 
wodurch (1) bewiesen ist. 


1 Satz Ш meiner ersten Mitteilung. 
Denkschriften der mathem.-naturw. Klasse, 03. Band. 01 
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Dieser Satz wurde unter wesentlich engeren Voraussetzungen über Ф (é, x, м) bereits von Н. Lebes- 
gue bewiesen. 1 

Eine unmittelbare Folge aus Satz VIII ist folgende Bemerkung: 

Sei о, (1) (y = 1, 2,...) ein vollständiges normiertes Orthogonalsystem des Intervalles — a, b =>, und 
sei jedes einzelne o, (x) in <a, b > geschränkt. Es existieren dann in bezug auf dieses Orthogonalsystem 
sowohl die Fourier'schen Konstanten f, von f (2) als auch die Fourier'schen Konstanten Ё, (u) von I, (f, x) 
und zwar ist: 


(8) f — dim Ё, (0). 


n= со 


In der Tat, wir haben, um (3) zu erhalten, in (1) nur g (y) durch «e, (x) zu ersetzen. Dies legt den 
Gedanken nahe, daß man das gewünschte Summationsverfahren einfach erhält, indem man in der Reihe: 


Ş е; 


gesi 


ІА 


immer f, durch F, (1) ersetzt und den Grenzwert lim bildet. Wir werden sehen, daß dies in der Tai, 
a = со 


unter weiteren Einschränkungen über v (& x, м) richtig ist, und zwar ohne jede Einschränkung 
bezüglich des Orthogonalsystems der o, (1). 


INCES Eenuse sums hb, geh außer den Yoraussetzunsengl e E OI 
Satz П noch folgender Voraussetzung: 

4. Zu jedem и gibt es ein Wp so ааб im ganzen Quadrate «s scs bas die 
Ungleichung gilt: 


ig (S л, m] << M, 


Ist dann ө, (х) ein vollständiges normiertes Orthogonalsystem in <a, b>, und wird 
gesetzt: 


i 


b, b 
F, (n) = | | | f (Bv а, и) а Je (à) dx, 
va уа / 
so gilt fürjedesin < а, Ё = integrierbare fund jedes in <a, b => geschränkteg die Formel: 
b со 
(4) IE Э = lim уг (n)+8,. 
a п= оо 
Sal 
Unter Berufung auf Satz УШ genügt es nachzuweisen, daß: 


Ь E 
6) [| 1698) dr= Ў, и), 


У = 1 


ist. Wegen unserer Voraussetzung 4. ist nun aber: 
Be, b 
2, (5; 2)| zu ГО 2 т) а= m, f IF @| 4% 
р а H a 


das heißt für jedes einzelne m ist /, (f, x) in <a, b => geschränkt. Da nun die F, (п) nichts anderes sind, 
als die Fourierschen Konstanten von LL x) und für jedes Paar geschrünkter (und somit samt ihrem 
Quadrate integrierbarer) Funktionen das Parseval'sche Theorem gilt, ist (5), und damit Satz IX bewiesen. 


Ann. de Toul Ser o Bd. i p 0б; 
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Um aus Satz IX speziell Resultate über die Koetfizienten der Fourier'schen Reihe zu erhalten, haben 
wir für die о, (x) das trigonometrische Orthogonalsystem für das Intervall <—r, z > zu nehmen: 


fe 
-———==, — Cos ух, к-с уу Wil Л) 
Ver fr VE 


Wir setzen: 


I О. qe ЕСО т o 
“= — | (созу 05; b,— —] f(&)sin v& d$, 
T Jr R Jr 
jl т 1 x n 
= -— | .2g(& cos уб dë & — — | а (5) зіп у dé. 
Qs AE mE 


Wir nehmen weiter an, der Kern * ($, x, 1?) habe die Gestalt: 


(х) = (с=т), 


wo % (it, п) für jedes м іп < —?2 q, 2 t > definiert sei und den Relationen: 
D 3 


v) = е (М о (и 2) = e) 


genüge. Setzen wir noch: , 


л 
| © (н, и) cos vit du = 9, (и), 
* 


=r 


IE f Afro e ($— x, м) ai cos vx dx — 
T =з = 


so wird: 


1 эп ^x ex 
vs | TE) | zim, п) cos EEN 26 == Mz to (s 
NAE s jn: / 
1 = т S К . н . em = 
um | JE So (Set 0) di|sin vr dx ENE ч, (и), 
und (4) geht über in: 
1 b T А Ou Za D - " 
(Ha) — А S dim Gel UE + A Se (и) (а, yH b 
m е "= оо & — 
quest 


Hier wird also dieParseval'sche Reihe summiert, indem ihre Glieder mit den Konvergenz erzeugenden 
Faktoren c, (и) multipliziert werden. 
Wählen wir dann für o (u, м) den Poisson'schen Kern: 


1 1—7? . e 
сүт) == (2 Ши = 
2m d 24 COS меру? "n= со 


so wird: 
ЕЕ 


und Formel (1a) ergibt: 


oo 
A MES 1 f 
(6) — | Fiosceodarx— PEL na lim Ve (oi, Ax, 5,8.) 
IE FSi- am 


07 


T —z = 


für jedes Paar von Funktionen f, g, von denen іп < —z, z > die eine integrierbar, die andere geschränkt 
ist. l'ormel (6) wurde bewiesen von W. Groß. ! 


1 Wien. Ber. Abt. Па, Bd. 124, p. 1025. Sie ergibt sich übrigens, ebenso wie die Formeln (7 und (3) auch als Spezialfall 


einer Überlegung von W. H. Young. Proc. Royal Soc. A., S5, p. 401 fr 
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Wählt man für v (1,17) den Fejér'schen Kern: 


nn) 
in -— 
(un) = — - | 
л == ————{, 
21€ : £J 
in — 
D 
so geht (4a) über in: 
1 [ 
(7) — | fGgG)ds = = — ауоу+ Dm == (a, a, -- b, By). 
2 ne copus \ 


KEN 


Wählt man für о (1,2?) den Kern von de la Vallée Poussin: 


so geht (4a) über in: 


п 


гү? 
(8) = fs == E Ay% + lim N NU OM (ao, t b, 8), 
m E 2 n= 00 = (11 —v) / (п+-7)! 


und die Formeln (7), (S) gelten für jedes Paar von Funktionen, von denen іп = — я, +r> die eine 
integrierbar, die andere geschränkt ist. 


S6 
NE 
Der im letzten Paragraphen zur Summation der Parseval'schen Reihe verwendete Gedanke kann 
auch zur Summation der Reihenentwicklung: 


со 
Ул e (2) 
| 
einer gegebenen Funktion f(x) nach den Funktionen о, (x) eines vollständigen normierten Orthogonal- 
systemes verwendet werden. Man erhält so augenblicklich folgendes Summationstheorem: 
X. Ist c (& x, m) fürjedes z undjedesx von (a,b) nach& samt seinem Quadrate integrierbar 
in <a,b>,und wird gesetzt: 


b 
(1) QD. (Es = f о, 


va 


so gilt, wenn f(x) in <a, b> samt seinem Quadrate integrierbar ist, die Formel: 


(2) ТРОС) == lim E? Ф, (x, n) 
n= со 
= 
in jedem Punkte x von (a, D), in dem: 


(3) /@) = lim ELT Ф (6, ж, n) 45; 


п = оо Si 


sie gilt gleichmäßig in jedem Teilintervalle < a, p — von (а, b). in dem (3) gleichmäßig gilt. 
Bedingungen für о (é, 2,2) unter denen (3) in jedem Punkte von (а, b) gilt, in dem die Funktion f 
stetig, oder erste Ableitung ihres unbestimmten Integrales, oder ste Ableitung ihres n-fach iterierten 
unbestimmten Integrales ist, sowie Bedingungen, unter denen (3) gleichmäßig in jedem Teilintervalle 
<< 4, 6 — von (a, D) gilt, in dessen sämtlichen Punkten f (x) stetig ist, findet man in der wiederholt zitierten, 
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für diese Theorie grundlegenden Abhandlung von Н. Lebesgue,! sowie in meiner 1. Mitteilung über 
diesen Gegenstand. | 

Es handelt sich noch darum, uns von der Voraussetzung frei zu machen, daß auch das Quadrat 
vonf in < a, b> integrierbar sei. Damit die Fourier'sche Konstanten /, für jedes integrierbare f 
existieren, müssen wir dabei wieder voraussetzen, daß jedes einzelne o, (2) geschränkt ist in < a, b >. 


Satz V liefert uns dann folgendes Summationstheorem: 
NIC Sede (sue jedes, einzelnen und jedes einzelne хор (а, 2) eine in u, b 


geschränkte Funktion von ä Ferner gebe es zu jedem m und jedem x von (и, b) ein Л, so daß 
für die durch (1) definierten Funktionen Ф, (2, n) die Ungleichung: 


А 
ES P, Gr, iy en, (D, M 
Em | 

gilt für allen und alle ё чоп == 5. 

Dann gilt für jedes in <a,5> integrierbare f die Formel (2) in jedem Punkte г von 
(a, db) in dem (3) gilt:sie gilt gleichmäßig in jedem Teilintervalle << 2. £2 von (a, P), in dem 
(3) gleichmäßig gilt. 

Besonders einfach gestaltet sich, wie M. Schechter bemerkte? die Summationsformel (2) für den 
Fall des trigonometrischen Orthogonalsystemes im Intervalle < -z, x >, wenn % ($, i, u) die Form hat: 


(улуй) — оү ү n) 


WO € (1, 17) eine in = —2 5, 2 z — definierte, gerade Funktion der Periode 2 т ist. 
Sind dann a, b, die Koeffizienten der Fourierschen Reihe von f, und wird wieder (wie in $ 5) 
gesetzt: 


Сш у= | © (и, п) COS ун du, 


num 


so nimmt (2) die Forman: 


oo 
: 1 ^ З 
(4) = cr (пу ay + N ty (и) (a, cos vı+b, sin vr) 


п = оо 


gel 


Alle gebräuchlichen Summationsformeln der trigonometrischen Reihen sind Spezialfälle dieser 
Formel. 


In meiner 1. Mitteilung habe ich Bedingungen Tiret, x, п) entwickelt, unter denen überall, wo die 


m-te Ableitung Zu (y) von f (x) existiert, die Relation gilt: 
гэр 


(5) fo? (o — lim | £F s 
ыч 


п = оо 


Е 


die 


sowie Bedingungen, unter denen diese Relation gleichmäßig in jedem Teilintervalle < x, $ — von (а, b) 
gilt, in dem f (x) m-mal stetig differenzierbar ist. Und wir sehen: 

ХП. Gilt (5) in jedem Punkte r von (a, b, іп dem (0) existiert, und zwar gleichmäßig 
injedem Teilintervalle < 2, 2 von (0, Ё), іп dem f(x) ur mal stetig differenzierbar ist, Su 
gilt, vorausgesetzt, ааб 9 (ё, т, п) den Bedingungen von Satz ХІ (beziehungsweise Satz N) 
genügt, dasselbe von der Formel: 


(6) А nS 
п = оо 


о А 


[28 


1 


1 Sur les intégrales singulières, Ann. de Тош. Serie 3, Bd. 1, p. 25 ff. 
? Monatsh. f. Math. Bd. 22, р. 224, 
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für jede in<a,b> integrierbare (beziehungsweise samt ihrem Quadrate integrierbare) 
Funktion f (3). 

Handelt es sich um das trigonometrische Orthogonalsystem und hat т (&, x, n) die Form e (6—2, 00), 
wo c (u, n) gerade und von der Periode 2 т ist (dies kommt nur bei geradem 22 in Betracht), so reduziert 
sich (6) wieder auf: 

со 
(7) | PA= SC = bo (DI d + Y т, (и) (а, cos vr + b, sin vx). 
п= 2 25 
vl 

Hat hingegen (was bei ungeradem um in Betracht kommt), © (5, x, п) die Form т (6—1, u), wo о (n, п) 

eine ungerade Funktion der Periode 2 z ist, so reduziert sich (6) auf: 


V | 
= — | f S ur Т S 
(7а) АО) mm [йй \ o,(n)(—a, sin wx + B, cos vx)s, 
n= o | 2 i | 
9» eat 
worin gesetzt ist: 
Te 
лш = | т (u, п) sin vit du. 


re 


Wohl der einfachste Kern eines singulären Integrales ist der folgende, wo Л eine beliebige positive 
Zahl bedeutet: 


7 : 
= ei, Kl) 


(8) d отш li 
0 außerhalb (r—h, x + h). 
Setzt man: 
Gs 
Fin) = | f (di, 
vil 
so wird: 
DR : Е б 0) – К(х—[. 
ji (8) © (iS. qu It) Ui — Turku SCH 
va 92 ft 
und somit gilt die Beziehung: 
D B xs fi 
(9) run — lim | frg h) dé 
hm Ja 


in jedem Punkte x von (a, b), wo: 


d )—Ё (ж—1 
(10) Ar im о І (n 7 
ifie) 2h 


ist, insbesondere also dort, wo f Ableitung seines unbestimmten Integrales ist. Nach Satz XVIII meiner 
1. Mitteilung gilt (9) gleichmáfiig in jedem Teilintervalle — 2, $ > von (a, b), in dessen sämtlichen Punkten f 
stetig ist. Aus N und XI haben wir also: 


ХШ. Für jedes normierte Orthogonalsystem von < a, b > gilt die Formel: 


A | 1 = (xh 
(11) Гб) = lim — V A | o (8) dÉ 
x Йй 


п=0 2h 2 


Vz 


fürjedein < a, b > samt ihrem Quadrate integrierbare Funktion fin jedem Punkte von (a, b), 
in dem (10) gilt; sie gilt gleichmäßig in jedem Teilintervalle < a, f — von (a,b), in dessen 
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sämtlichen Punkten f stetig ist. — Dies gilt füralle in < a,b > integrierbaren Funktionen, 
falls es zu jedem Teilintervall < а, — von (a, P) ein M gibt, so daß: 


D SÉ | 

p | oy (£) d$ to, Ф| < М 
= s 
=] 


| 


(12) 


für alle x von < a, b => und alle p. 


Der einfachste Kern, der f (x) durch f(x) darstellt, ist der folgende: 


1 : 1 
(13) s ($, a, ID = — in (a, x2? h), = -- — іп (0—20, 2), sonst = 0. 
7 4n? 1e 
Wir haben hier: 
M Ü D у zu ei 0) 
| E E F (4-20) —2 FW+F@-2h) | 
^ 4h? 
und es gilt die Beziehung: 


b 
Э) = | Kf (Sus (S, x, л) d£ 
h=0 Ja 


in jedem Punkte x von (a, b), in dem f (x) existiert. Sie gilt nach Satz XI meiner 1. Mitteilung gleichmäßig 
in jedem Teilintervalle < 2, p — von (a,b), in dem f(x) stetig differenzierbar ist. Aus Satz NII haben 
wir also: 


XIV. Für jedes normierte Orthogonalsystem von = a, b => gilt die Formel: 


oo 
] "yh зт 
14 ECC d f | @ (9) dim = e, (5$) d$ 
( ) / ( ) п=04 f » í i x— 2h = É 


fürjedein —a,b- samt ihrem Quadrate integrierbare Funktion f, in jedem Punkte von 
(a, b), in dem f (2) existiert; sie gilt gleichmäßig in jedem Teilintervalle < э, 8 > von (a, b), in 
dem f stetig differenzierbarist. - Ist Bedingung (12) erfüllt, so gilt dies auch für jede in 
<a,b> integrierbare Funktion f. 

Um zur Darstellung der höheren Ableitungen uni (x) zu gelangen, definieren wir + (‚л für 2 0 


durch die Vorschrift: 


Gei ee 0) "o dns bel) + ("m —2£-2-1)2:) (ez 0 1... omn 
(E AME 
außerhalb aller dieser Intervalle sei 2 (S, 1, /7) = 0. 


Wie man sieht, wird dann, wenn / so klein ist, daß das Intervall = x— (m+ D) fr, x+n 1) А > in 
<< a, b — liegt: 


Pen Я А 1 еи? gm у , ‚ p А ? ^ 
[ro v (ei UNI ale = eism А (— 1) | К (ra- Gi —9Ё-„11))— Flat 28 -1) I), 
va 210 — NA 
(16) 1 "nti 1 
= EE aps + оп 241 1) 
(any + — ver 


Wählen wir f (x) — xí, so wird: 
(2—4) 1 


1+1 


Bay 
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und da bekanntlich: 


mti 


(17) er ЕЕ У рос е2 = 


Јо für A (x) а NE 
(2 i = 


Lt 1 für F (а) = (x aym+ı 


\ 


ist, so sehen wir, daß der Kern (15) alle Voraussetzungen von Satz VII und Satz XI meiner 1. Mitteilung 
erfüllt. Das liefert den Satz: 
XV. Für jedes normierte Orthogonalsystem von < a, b > gilt die Formel: 


oo m 


/ z+{m —2k+1)h 
(18) О У cux D | о, (8) d£ 


(=й (ME EE, Fan a+(m—2k—1)h 


für jede in < a,b > samt ihrem Quadrate integrierbare Funktion f, in jedem Punkte von 
(a, b), in dem f£? (x) existiert: sie gilt gleichmäßig in jedem Teilintervalle < a, p — von (a, b) 
in dem f n-mal stetig differenzierbarist. — Ist Bedingung (12) erfüllt, so gilt dies für jede 
in «a,b integrierbare Funktion f. 

Wir wollen nun die Formeln (11), (14), (18), speziell auf die trigonometrischen Reihen anwenden, für 
die Bedingung (12) bekanntlich erfüllt ist. Da der Kern (8) die für die Giltigkeit von (4) erforderliche 
Gestalt hat, kann (4) angewendet werden.* Dabei ist: 

d sin v A 


1 
©, (т) = — men» Я 
2m уй 


so daß (11) hier lautet: In jedem Punkte x von(- т, я) in dem fzu seinem unbestimmten Inte- 
grale Fin der Beziehung steht: 


луш» (а-л) Е 9) | 
Jm 2 h 


gilt fürjedesin = —zr > intesrierbare f die Formel: 


со 
d : a sin v/ | 
(19) (5) bm (0 D ur. (a, cos va+b, sin NEI 
һ=0 | 2 — Уй 


sie gilt gleichmäßig in jedem Teilintervalle < а, > уоп (—т, х), іп dessen sämtlichen 
Punkten f stetig ist. 
Betrachten wir nun den Kern (13), so kann (7 a) für m = 1 angewendet werden. Dabei ist: 
М [sin =. 


1 om 1 
p, (n) = — sin эн di = sin vu du = vel 
duin 4h? J_en V ovi 


und wir erhalten: Für jedes in <—r,2> integrierbare f gilt in jedem Punkte von (—a, п), in 
dem die Ableitung f existiert die Formel: 


со ? 
Sin v/r\ Я 
(20) О) а p | (—vea, sin v£+Veb, cos v3); 
p | эй ) 
у = 


sie gilt gleichmäßig in jedem Teilintervalle < 2, p => von (~m, п), in dem f stetig differenzier- 
bar ist. i 
Betrachten wir den Kern (15) für ungerades m, so können wir wieder (7 a) anwenden, und zwar 


erhalten wir nach (16): 
m+1 


Ф. (n) — E mi x (— ae cos (m—2k+1)veh. 
1 ML 


1 Vgl. M. Schechbter a. a. О., p. 232. 
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Das ist der reelle Teil von: 
тат 
i jj Vi 


(с | 
0) [үн +1 % 
(27) D 5 


ei +i—2k)yhi — — 


(2 ү! +1 y 


Met ) 1 (gi = gh ae — 


1 mti 
_ iei sin УЙ T 
, 
ул 


und da зт ungerade ist, so ist 2' +1 reell, und es ist somit: 


Ф, (п) — er | 


1 ml 
sin УЙ | „ун 


yh 


Betrachten wir den Kern (15) für gerades m, so können wir (7) anwenden, und zwar erhalten wir 
nach (16): 


H otl 


i 1 m+1\ А 
€, (22) = DNE 1% | sin (m —2 k+ 1) vi. 
1 \ ) (2+ FR ( ) b ] N ) 


DE | 
Das ist der imaginäre Teil von: 


+1 


РЕ S 1 KE) (— 1 т +1] gOn*i-2325)»hi — рн +1 sin к 
(mm y L k vip 


k=0 
und dam gerade ist, so ist 7" *! rein imaginär, und es ist somit: 
3 А 


Фу (т) = 2 


1 0 41 
sin = yn 


yh 


Wir haben somit das Resultat: Für jedes in < —z,z-- integrierbare f gilt in jedem Punkte 
von (—т, х), indem die m-te Ableitung fU? existiert bei ungeradem ш: 


oo к 1 "ci 
А А O /sinvh : 
(21) А) = msi lim \ (— v" a, sin vr+y™ b, cos vr), 
= 8 yh 
DE 
bei gerade m: 
oo А 1 +1 
AR sin УЛ . 
(214) ЈО (0) = i" lim y | | (v" a, cos yxy” b, sin ул. 
= A yh 


= 
Piese Formeln gelten ге оптайте ип jedemlleilintervalle <3, p > von (с =), іп demy 
1u-mal stetig differenzierbar ist. 
Wie man sieht, erhält man die rechte Seite dieser Formeln, indem man die l'ourier'sche Reihe von f 


АУ, 
; А S : З a , [sin v/t 
gliedweise m-mal differenziert, jedes Glied multipliziert mit \ 


HIE Al 
| und den lim bildet. 


yh h=0 
Bemerken wir zunächst, daß, wie die Herleitung der Formeln (21) und (21 «) zeigt, auf ihrer linken 
Seite f? (x) ersetzt werden kann durch den etwas allgemeineren Ausdruck: 


mi 


1 f 1 
lines EMO Di E | (у Een SEDE 
kn (2 йү" +1 5 1 Ё 
emi 


in dem F(x) das unbestimmte Integral von f (x) bedeutet. 
Setzen wir bei ungeradem m: 


oo 

а ОЕ === » ES (— а, sin v z-- b, cos vx). 
mel yt 
Kal 
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bei geradem m: 
со 


| | I M 
Е, (9) = P" p — (a, cos vx+b, sin v), 
y 
S md 


so ist FÜ 


n 


(X) ein m-fach iteriertes unbestimmtes Integral von f (x) — E Wenden wir auf 75, (х) die ent- 


sprechende der beiden Formeln (21), (21 a) an, so erhalten wir den Satz: 
Für jedes in < —7,z— integrierbare f gilt in jedem Punkte von (—z,r), in dem f mit 
seinem m-fach iterierten unbestimmten Integrale Fn (x) in der Beziehung steht: 


N 


» a | P, (x4- (m —2 8) 1), 


BU) 


(22) f (à) = lim 


=! 


insbesondere also überall dort, wo f (x) »ı-te Ableitung von Fm (x) ist, die Formel:! 


со т 
in v 
Gi ГО а Y El aa 
2 h=0 2 yh 
y 


= 


Diese Formel gilt gleichmäßig in jedem Teilintervalle а, В > von (—т, п), in dessen 
sämtlichen Punkten f stetig ist. 

Ebenso wie die Formeln (21), (21 a) lediglich einen Spezialfall von (18) darstellen, ebenso ist (23) 
lediglich ein spezieller Fall eines allgemeinen Summationstheorems für Reihen nach Orthogonalfunktionen, 
das noch kurz erwähnt sei. 

Wir bezeichnen den Kern (15) mit «€? (GG x, h): 


| ei in (@+(m—2k—1)h,x+ (m—2k+1)h) (& — 0, 1,..., m) 


24 ineo y em (ups ———— 
Sun e II 


«$0? (& y, л) — О außerhalb dieser Intervalle, 


und führen die iterierten unbestimmten Integrale von «€? (5 x, h) ein durch: 


& 
(25) on (ouem capu (amy dm (Eg hy | P(E x, Л) dE. 


х (п +1) 


Zunächst sehen wir, daß wir außerhalb (x — (m + 1) 2, x + (m + 1) Л) haben: 
(26) а йш (om 


In der Tat, dies ist richtig für / = 0. Angenommen, es sei richtig für i Si, so wird es auch 
für +1 gelten, wenn: 


z+(m+1)h 
(27) f Ф (Е v, П) d£ — 0 
x 


— (m+1)h 


ist. Durch mehrmalige partielle Integration finden wir aber: 


х+ (ш +1) i (— 1)h z+(m+1)h 
| (9 (2,8) d£ — 0" | ШО О 
= x 


= (mh to ! — (m+1)h 


und wie wir in (17) gesehen haben, ist dies tatsächlich = О für i < m, wodurch (27) bestätigt ist. 
Und damit ist (26) durch vollständige Induktion bewiesen. 


l Für m = 2 ist dies die bekannte Riemann'sche Summationsmethode, vgl. M. Schechter a. a. O., p. 238. 
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Sei nun x ein Punkt von (a, b), und > О so klein gewählt, daß << х- (m+1) hi, xd- (4-1) h > in 
(a, b) liegt. Dann haben wir, unter Berücksichtigung von (26), durch partielle Integration (wobei mit 
F;(x) die iterierten unbestimmten Integrale? von f (x) bezeichnet sind): 


b b 
| Е„ © $9 (& n h) de= (— 1)" 1, f) 909 E x, 1) di. 
а [74 
Da nun, wie wir wissen: 
b 
f (9) = lim | E, © 9 @ x, N) di 
kh=0 a 


ist in jedem Punkte von (a, Ё), in dem f (x) die m-te Ableitung von PF, (x) ist, oder allgemeiner, wo: 


m+i / \ 
EN | £n + (+ (m—2k+1)h) 


y 1 
(28) Sœ m exu A = el 
=0 


ist, so ist in jedem solchen Punkte auch 
b 
f G) = lim (—1у" 1, FOD (& x, 1) di. 
e a 


Wenden wir auf dieses Integral die Parseval'sche Formel an, so erhalten wir schließlich: 
ХУШ. Sei der Kern ФО”) ($, x, й) nach (25) aus dem Kerne (24) hergeleitet und es 


werde gesetzt: 


b 
(- 1)” | DU co о 6) а = ОЧУ (д 
а 
Für jedes normierte Orthogonalsystem von <a, b> gilt dann die Formel: 


(29) fG)- Dm Vg а (шл) 


Dk 


für jede in <a,b> samt ihrem Quadrate integrierbare Funktion f in jedem Punkte 
von (a, b) in dem (28) gilt, insbesondere also in jedem Punkte von (a,b), in dem f(im+1)te 
Ableitung seines (m-+1)-fach iterierten unbestimmten Integrales ist: sie gilt gleichmäßig 
in jedem Teilintervalle <a, £— von (a, D), in dessen sämtlichen Punkten f stetig ist. 


Dies gilt für alle in <a, 5> integrierbaren Funktionen f, falls es ein M gibt, so daß 


<M 


(30) | E | acr (а) 


|» 21 


für alle Teilintervalle <a, $— von (a, Ё), alle x von <a, b= und alle н. 


Eines Beweises bedarf nach dem Gesagten nur mehr der letzte Teil der Behauptung, und auch 
dieser Teil wird bewiesen sein, wenn wir zeigen, daB, wenn Voraussetzung (30) gilt, auf das Integral: 


b 
IR oo) (Е x, h) ds 


1 Das heißt, es ist Fo (x) =f (3); Era (9) = Fix dx 
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für jedes їп <a, b> integrierbare f das Parseval'sche Theorem angewendet werden kann. Dies aber 
wird, nach Satz V, der Fall sein, wenn es zu jedem bz 0 und jedem X von (a, b) ein N gibt, so daß: 


Ў o 

(31) | p | P (& x, Ji e, (8) dëst (д — N 
== igi 
KEN 


für alle p und alle x von <a, b=. Nun ist jedes ФО) (Ё, x, Л) in <a, b> geschränkt und von 


m 
geschränkter Variation. Bezeichnet Ф (x, Л) eine obere Schranke für |P) (& z, nl für alle ё von 
<a, b> und V (x, h) die Totalvariation von 0? ($, 7, A) іп <a, bz, so liefert der zweite Mittel- 


wertsatz der Integralrechnung, bei Berufung auf (30): 


b E | 
; | Фб) (Е, x, o bh в, (È) o, (X) 4& zx (P (x, 7) + V (v, bi: M, 


a 
| v=1 


wodurch (31) bewiesen ist. Damit ist der Beweis von Satz ХУШ beendet. 
Die Berechnung der Ausdrücke Q9? (x, h) in (29) ergibt für m — 1 und m = 2: 


" 1 x S 1 x42] 
Q8 (y, f) — - | (&—х-Е2 h) w (S de |. (E—x— 2h) о, (б) de. 


(200) ро (Е) LJ. 
99 (s; I) 1 1 gd. 31) D dt 1 "(t y —34 Gë 
ОФ (x, f) —-—-——-- E—X--23/A)? o, (E d$ — - 2—0): —84?* o, (EI 45 + 
1 у Qu p VIE NP sbb 


1 il x43 
sis Fs E | (€-1— 31? Oy (È) dÈ. 


(2 hy x+h 


Endlich sei noch erwähnt, daß wir, unter Berufung auf Satz П und auf Formel (4a) von $ 5, 
die durch (23) gegebenen Summationsformeln der trigonometrischen Reihen ergänzen können durch 
die Theoreme: 


Setzt man: 


со 

а | f/sin y" . 

RUD. (x, 1) = E St e, e : (a, cos va+b, sin va), 
: yh 


so gilt die Beziehung: 


lim |, Jf (X) — R9? (x, hj dx — 0. 


ho 


Fürjedes Paar von Funktionen f und g, von denen in = ~ п, x — die eine integrierbar, 
die andere geschränkt ist, gilt: 


2 со 
1 Ee Mr d, 0, : у f/sin yk” 
— | Fo) Ste EL es jr \ (à, &,4- 8). 
T Jr ES deu I yh 


vi 


